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Abstract — U ovom radu je dat pregled tehnike modeliranja
"sive kutije" koja se bazira na stohastickim diferencijalnim
Jjednacinama. Opisan je metod maksimalne verodostojnosti,
kao metod za estimaciju modela. Na kraju su pomenute i neke
metode validacije za procene parametara modela.

1. UVOD

Po svojoj prirodi, svi sistemi centralnog grejanja su
nelinearni. Jedan sistem centralnog grejanja se moze podeliti
na standardne komponente, kao S$to su cevovod, ventili,
radijatori, pumpe, termostatski ventili, izmenjivaci toplote,
stambeni objekti, i td. Stambeni objekat je na neki nacin
takode komponenta sistema grejanja buduéi da on ¢ini
okruzenje u kome se nalazi sistem centralnog grejanja.

2. MODELIRANJE I IDENTIFIKACIJA

Modeliranje sistema je iterativan proces koji se sastoji iz
tri koraka:

Identifikacija — tj. odredivanje strukture modela, itd

Estimacija — tj. procena parametara modela

Validacija modela — tj. ocena da

odgovarajuci, a ako "nije" idi na korak 1.

li je model

Problem identifikacije, u dovoljno opstem obliku, moze
se definisati na slede¢i nacin [1]: "Identifikacija je
odredivanje, na osnovu ulaznih i izlaznih signala procesa,
modela iz odredene klase modela, koji je ekvivalentan
procesu na kome su izvrSena odredena merenja". Znaci, treba
definisati: klasu modela, kriterijum ekvivalencije (kriterijum
za ocenu valjanosti modela) i klasu ulaznih signala.

U zavisnosti od stepena koriS¢enja pred znanja o
sistemu, pristup modeliranju moze se podeliti na dva dela:

modeliranje "bele kutije'". Struktura modela je poznata
i definisana poznavanjem fizike sistema i parametri su
deterministicki.

modeliranje "crne Kkutije". Struktura modela je
nepoznata a predznanje je veoma povr$no. Optimalni
parametri i optimalna struktura modela se obi¢no nalaze
kao kombinacija onih parametara i strukture modela koji
daju najbolji opis ulaza/izlaza, tj. koji su mereni
statistickim metodama na ostacima i td. Prednost
modeliranja "crne kutije" je u tome $to se ne zahteva
nikakvo pred znanje o procesu. Mana je nedostatak
fizicke interpretacije identifikovane strukture modela i
estimiranih parametara.

Metod modeliranja tzv. "sive kutije" razvijen je relativno
skoro. Kod ove metode kombinuju se i koriste dobre osobine
obe konvencionalne metode. Dinamicko modeliranje i
identifikacija sistema centralnog grejanja 1 njegovih
komponenti bazirano je na metodi modeliranja "sive kutije"
[2]. Ovaj metod modeliranja ima brojne prednosti u odnosu
na konvencionalne metode ("bela" i "crna kutija"). Kod
modeliranja "sive kutije", klasa modela se sastoji od

stohastickih diferencijalnih jednacina i prema tome, strukture
nelinearnog sistema su direktno modelirane. Osim toga,
moguce je koristiti apriorno znanje o sistemu pri formulisanju
modela. Primeri apriornog znanja su podaci o fizickim
svojstvima iz knjiga i znanje dobijeno eksperimentima. Kao
Sto je prikazano na slici 1, "zatamnjenost" modela je
kompromis izmedu kori$éenja apriornog znanja i informacija
u merenim podacima predstavljenih za vreme identifikacije
modela, tj. aposteriornog znanja. Dva ekstrema modeliranja,
belo ili crno, su ostvarena kada je teziste potpuno stavljeno na
apriornom znanju ili na merenim podacima, respektivno.
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Slika 1. "Zatamnjenost" modela

Procedura modeliranja metode modeliranja "sive kutije"
je Sematski data na slici 2. "Svrha" uti¢e na sve procedure
modeliranja. Svrha su predikcija, simulacija, detekcija greske
i upravljanje sistemom. Projektovanje eksperimenta se odnosi
na odredivanje parametara koji su od interesa da se koriste u
modelu. Ostali delovi slike sami sebe opisuju.
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Slika 2. Metod modeliranja "sive kutije"

3. STOHASTICKE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Konvencionalan nacin za modeliranje fizickog sistema je
da se, na osnovu pred znanja o fizici procesa, on izrazi preko
skupa diferencijalnih jednacina, zasnovanih, na primer, na

AUA4.8-1-4



zakonima o odrzanju mase i momenta. Modeliranje se moze
formulisati kao postavljanje obi¢nih diferencijalnih j-na:
dX()=F(X0).U®).1)d, X(0)=X, M

gde X oznacava vektor stanja sistema (promenljive stanja), a
U je vektor ulaza (tj. upravljanje). Funkcija F opisuje
promene fizickih stanja sistema. Pocetno stanje sistema je X.

Osnovna ideja u pristupu modeliranju "sive kutije" je da
se iskoriste i pred znanje o sistemu i osobine izmerenih
podataka, u formulisanju modela za sistem. Dodavanjem
stohastiCkog ¢lana u (1), dobija se skup stohastickih
diferencijalnih jednacina. Klasa stohastickih diferencijalnih
jednacina koja je pogodna za modeliranje sistema centralnog
grejanja, ima opsti oblik:

dX(0)= F(X(0),U(0).0.t)dt + GU (1), 0.1) dW (1)
X(0)=X,

gde XeR™ je vektor promenljivih stanja, UeR™ je vektor
ulaza, §eR™ je vektor parametara i W je nx-dimenzioni $um
procesa, tj. Wiener-ov proces sa nezavisnim inkrementima,
nulte srednje vrednosti i inkrementalne matrice kovarijanse
2. Funkcija F opisuje promene promenljivih stanja X, dok
funkcija G opisuje ulazne poremecaje sistema koje generise
Wiener-ov proces W.

2

Uvodenjem stohastickog ¢lana W u (1), skup obi¢nih
diferencijalnih  jednaCina  postaje  skup  stohastickih
diferencijalnih jednacina (2). Znaci, promenljiva stanja X je
ukljucena u stohasticki proces.

Da bi X®5,

razmatraCemo prostor verovatno¢e definisan sa {Q, 7 P},
koji €ine prostor uzoraka Q (ili siguran dogadaj), koji se
sastoji od elementarnih dogadaja (tj. ishoda eksperimenta) w;,

se okarakterisao stohasticki proces

polje dogadaja o, i P je verovatno¢a dogadaja [3]. Mera
verovatnoce P oznaGava verovatno¢u P() za svaki dogadaj

& u polju F. Odavde, stohasticki proces {X(¢)} je skup:

X(t, 0), e, teJ 3)
slu¢ajnih promenljivih, koje nazivamo stohasticki proces sa
vremenskim skupom J i prostorom stanja R™. Za kona¢no
vreme, X(¢,) odgovara slucajnoj promenljivoj, dok za
kona¢no weQ, X(-,w) odgovara realizaciji procesa. Takode,
X(-,w) se naziva i deo putanje ili trajektorije.

Wiener-ov proces je jedan primer stohastickog procesa.
Matematicka svojstva nx-dimenzionog Wiener-ovog procesa
{(%), t 20} su:

w=0

W(t)eN(0, t ) za neko ¢ 20, tj. inkrement W(z,) - W(t))

za neko 0 < £ < f, ima normalnu raspodelu sa srednjom

vrednoscu:
E[ () - w()]=0 @)

i varijansom:
Varlw (1) - W)=t =1, )2 )
W, ima nezavisne inkremente, tj. za neko 0<¢ <¢, <t5:
CovW (1) = W (1), W (15) = W (1)) = 0 (©)

Razlozi za uvodenje Suma procesa su sledeci:

e 7zbog modeliranja aproksimacija — kao na primer
zbog  pojednostavljenja, linearizacije ili
nemodeliranih osobina sistema

e neprepoznati ili nemodelirani ulazi

e Sum merenja ulaza. Mereni ulazi se posmatraju kao
stvarni ulazi u sistem, dok odstupanja od "pravih"
ulaza se opisuju pomocu W.

Cena koju je potrebno platiti za dobro modeliranje
metodom modeliranja "sive kutije" je popriliéno kompleksna
statistiCka 1 matematicka obrada modela i podataka. Jedan od
slozenijih problema je kako izvesti stohasti¢ko integraljenje.

Delovi putanja Wiener-ovog procesa su kontinualni, ali
nisu diferencijabilni po ¢ za ¢ >0 sa verovatnoc¢om 1. Otuda,
da bi resili stohasticku diferencijalnu jednacinu, neophodno
je koristiti drugacije nacine reSavanja integrala, od onih koji
su definisani standardnim Riemann-ovim integralima [4].
Odgovarajuéi stohasticki raun je definisan /z6-ovim
stohasti¢kim integralom [5].

Radi lakSeg razumevanja problema, razmatra se prvo
jednodimenziona stohasticka diferencijalna jednacina:

dX (¢) = alt, X (t))dt + b(t, X (2))dW (1) (7)
gde je a koeficijent otklona a » je koeficijent rasipanja.
Stohasticka diferencijalna jednacina (7), takode moze biti
napisana i kao integralna: ®)

X(1,0) = X(0,0)+ j als, X (s, w))ds + j bls, X (s, ))dW (s, w)
0 0

gde je prvi integral standardan Riemann-ov integral za svako
we2, a drugi integral je [to-ov stohasticki integral koji je
definisan kao srednje-kvadratno ograni¢enje leve strane
pravougaone aproksimacije, tj.:

]gb(fj , W(%‘ o)) (W<[j+1 )~ W(fj o)) ©)

za sve delove 0<t,<t <...<ty =t ako maksimalna

veli¢ina koraka mjax(t IRy )—) 0.

Vise detalja vezanih za numericke metode resavanja
stohastickih diferencijalnih jedna¢ina moze se naéi u [4,5,6].

4. ESTIMACIJA PARAMETARA MODELA

Za razmatranu strukturu nelinearnog modela (2),
opservacije (tj. estimirana stanja) ovog modela su opisane sa:
Y (k)= H(X(k),U(k),0,k)+ e(k) (10)
gde funkcija H predstavlja odnos izmedu vektora izlaza i
vektora stanja modela, k oznacava broj uzorka a ¢ je Sum
merenja, za koji pretpostavljamo da je beli Sum, tj. da ima
normalnu funkciju raspodele, sa srednjom vredno$éu 0 i
kovarijansom Z.(k). U slu¢aju ekvidistantnog uzorkovanja, sa
vremenom uzorkovanja T, vreme ¢ 1 broj uzorka £ su u
medusobnoj relaciji:

t= kT (11)

Neka je struktura modela oznacena sa M, a posebno
model oznacen sa M(H), koji je parametrisan sa vektorom
parametara fe DyR". Zadatak metode estimacije jeste da

A

nade optimalnu procenu parametara, oznadenu sa @ medu

skupom modela:

MF={M(O)| O Da} (12)
gde Dy oznacava zatvoreni podskup vrednosti preko kojih
vektor parametara 6 dolazi do strukture modela 9, [3].
Sustina postojanja modela je njegova moguénost predikcije.



Otuda, dobar model je dobar prediktor kada pravi male
greske predikcije:

&(k.0)=Y(k) - Y(k|0) (13)
gde Y oznaGava observaciju (tj. mereni izlaz sistema), Y je
procena iz modela M(0) a k je redni broj uzorka.

Definisa¢éemo U" i ¥" (matrice dostupnih ulaza i izlaza,
respektivno) kao:
U =[Uu©),u), -, UN -1, UN)]
YV =[¥(0), (1), -+, Y(N = 1), Y(V)]
gde N oznacava broj uzoraka.

(14)

Jedan od nacina za kvalifikovanje, (ocenjivanje), termina
"mala" greska procene, jeste da se koristi slede¢i izraz:

oy v )G Sielke) a9

gde £(-) oznacava neki oblik skalarne vrednosti kriterijumske
funkcije. Cest oblik koriS¢enja kriterijumske funkcije je
kvadratna norma:

ek, 0))=&(k,0)" £(k,0) (16)

Da bi se stavila dodatna ograniCenja na gresku
predikcije, greske predikcije ¢ se mogu propustiti kroz
stabilan linearan filter A(B):

£0(k,0)= A(B)e(k.0), 0<k<N (17)

gde B oznacava operator pomeranja unazad. Razlog
filtriranja, tj. koriS¢enja A, je u tome da se uklone poremecaji
na viSim ucestanostima (oni nisu toliko bitni za fizicki
model), a pojavljuju se u podacima. Dalja diskusija oko
koris¢enja filtara i uticaja filtriranja moze se naéi u [7].

Kao metod za estimaciju, koristicemo metod, tj.
algoritam  maksimalne  verodostojnosti,  "maximum
likelihood". Ovaj algoritam ima veliku brzinu konvergencije
ako su dobro odabrane pocetne procene nepoznatih
parametara, i daje nepomerene i efikasne procene parametara
[1,3]. Takode, on se primenjuje u slucaju kada mereni podaci
pripadaju unapred definisanoj funkciji raspodele. Na taj
nacin, za dati skup opservacija ¥", kao $to je definisano u
(14), osnovna ideja je da se maksimizira verovatnoca
opserviranih dogadaja, tj. vektor parametara 4 je izabran tako
da opservirana merenja postanu §to je moguce verovatnija.
Opservacije su, zapravo, realizacije stohasticke promenljive.

Funkcija verodostojnosti £ je bazirana na zdruzenoj f-ji
gustine verovatnoce opservacija:

pB:Y(0), (), Y(N=1), Y(N))=ple: YY) (18)

Pretpostavljaju¢i da su sve opservacije ¥" poznate,
funkcija verodostojnosti £ zdruZene gustine verovatnoce je:

cler™)=plrio) (19)
= p(Y(N)‘YN‘l , Q)p(yzv_l ’ Q) 0
= (lfllp(z(k)XYk_l ,Q] p(Z(O),Q) @1

gde je p(AﬂB): p(A|B)p(B) Bayes-ovo pravilo. Skalar

Y(0) oznacava pocetnu opservaciju. Ako se logaritmuje f-ja
verodostojnosti (21), dobija se:

ey Silplraofr ! o) nlpro.0) @)

a iz ove jednacine uslovna funkcija verodostojnosti je:

@y xom = Slplrar o) e

Sada treba da se nade vektor parametara 6 koji
maksimizuje funkciju verodostojnosti (21) za datu pocetnu
opservaciju  ¥(0). Maksimizacija (23) je ekvivalentna
minimizaciji - In(£ (6;Y")), pa se odavde nalazi uslovni
estimator maksimalne verodostojnosti kao:

A

6 —arg min— 3 in (£ (0:¥"| X(0))
k=0

<Dy,

24

gde je poznata pocetna opservacija Y(0).

Posto e kao 1 inkrement od /¥ imaju normalnu raspodelu,
onda i uslovna gustina izlaza ima normalnu raspodelu.
Normalna raspodela je potpuno opisana pomocu srednje
vrednosti i varijanse. Uslovna srednja vrednost i varijansa su
(jednokoracna predikcija), [1]:

P{kie—1)=E[rtolr (k-1,0] (25)

R{k{k —1)= Var[y (k)Y (k - 1), 6] (26)
respektivno, iz Cega proizilazi da se uslovna funkcija
verodostojnosti moze napisati kao:

In(L(O:¥" [¥(0))) = —% ny In(27) -

- l[ 5 In(det R(k[k - 1))] - @7)
2=

1
-3 (§(k|k -n' R(klk —1) (k| — 1))

gde ny oznacava dimenziju vektora Y a greska predikcije (13)
je sada greska jednokoraéne predikcije:

(k| —1) =Y (k) - Y (klk — 1)

nulte srednje vrednosti i kovarijanse R(k|k -1).

(28)

Posto je estimator maksimalne verodostojnosti (24)
asimptotski normalno raspodeljen sa srednjom vrednoscu @ i
kovarijansom, [1]:

Cov[d]~H™ (29)
gde je H srednja vrednost Hesijan matrice (27), varijansa

estimacija parametara moze biti procenjena. Elementi matrice
H su estimirani kao:

82
H. ~— / 0:Y"| Y(0 30
i (ae,.aej n(L(6;Y"] ¥(0)) J (30)

0=0

Uslovna srednja vrednost i varijansa se racunaju
rekurzivno pomocu tehnike Kalman-ovog filtra [1].
Uopsteno, nemoguée je naci analiticko reSenje jednacine
(27), pa se zbog toga primenjuju numericke metode [6].

Ako ne stoji pretpostavka da su merenja sa normalnom
raspodelom, onda se metoda maksimalne verodostojnosti
"redukuje" na metod greske predikcije. Za datu funkciju
kriterijuma ¢, filter A i strukturu modela M, zadatak nalazenja
optimalne  estimacije  parametara je  ekvivalentan
minimiziranju:
éN =arg min VN(Q,YN,UN)

0eDy,

€2))

A

gde optimalna estimacija parametara @, je argument

funkcije kriterijuma v, za koju je izraz (31) minimiziran [7].



5. KALMANOYV FILTAR I METODE VALIDACIJE

Kalmanov filtar je tehnika filtriranja stanja, a njegova
svtha je da se rekonstruiSu promenljive stanja koje su
bazirane na merenjima i datom modelu, kao Sto je na primer
(2) i (10). Promenljive stanja, koje su po pretpostavci
znacajne za dinamiku sistema, su grupisane u X. Medutim,
samo delimi¢no znanje o X je predstavljeno u merenjima Y.
Ovaj problem je resen koris¢enjem tehnike filtriranja stanja.
Ta¢no reSenje problema filtriranja stanja za linearne
dinamicke modele je dato Kalmanovim filtrom [3]. Slobodno
govoreci, Kalmanov filtar rekonstruiSe promenljive stanja u X
iz podataka, tj. obavlja optimalno (metoda minimalne
varijanse) linearno korigovanje i predikciju od X. Osim toga,
Kalmanov filtar daje racun za uslovnu srednju vrednost i
varijansu, (25) i (26) respektivno, koji se koriste kod metode
maksimalne verodostojnosti.

Razmatramo lineran model:
dX ()= AX(t)dt + BU(t)dt + GdW (t)
Y(k)=CX(k)+ DU (k) + e(k)
gde 4 oznaCava matricu sistema, B matricu ulaza, G' matricu
ulaza Suma sistema, C matricu izlaza 1 D matricu direktnih
izlaza. W je Wiener-ov proces sa nultom srednjom vrednoséu
i inkrementalnom matricom kovarijanse 2y, dok je e Gauss-
ovski beli Sum sa nultom srednjom vredno$cu i kovarijansom
2. Takode, Wi e su medusobno nekorelisani.

(32)

Prediktuju¢i deo kontinualno-diskretnog Kalmanovog
filtra je dat kao:

M—WC)=AX<t|k>+Bg<r> (33)
M: AP+ Py AT +G X, GT (34)
Y(k+1k)=CX(k +1k)+ DU(k +1) (35)
R(k +1k)=C Pk +1))C" + X, (36)

gde je t € [kT,, (k+1)T}] a P je varijansa jednog koraka ispred
predikcije, dok je "korektivni" deo:

Xk = Xkl -1 + KGO [y (b - Tkl 1) 37)
P(k|k) = P(klk —1) - K (k) R(k|k = 1) K" (k) (38)
K(k)=P(klk-1) €T R(kfk-1)™" (39)

Pocetni uslovi su: X(1j0)=X, i P(1|0)=X,. Predikcije za
uslovnu srednju vrednost i varijansu, jednacine (35) i (36)
respektivno, se izracunavaju kada je ¢ = (k +1)7 .

Za nelinearan model opisan sa (2) i (10), da bi mogli da
koristimo Kalmanov filtar, model treba linearizovati u
svakom odbirku £. Prema tome, matrice sistema A 1 izlaza C
se racunaju kao:

Jabe
A 2 FEOU@L0) )
0X (1) X=X (]k-1)
U(t)=U(KT,)
OH(X(1),U(¢),0
Ch) = (X().U®).0.1) e @y
o0X(?) X(0)=X(d|k-1)

U()=U(kTy)

Ideja je da se koriste (40) i (41) umesto 4 1 C,
respektivno, u j-nama za linearan model, dok su (33) i (35)
zamenjeni deterministi¢kim delom od (2) i (10), respektivno.

Validacija modela je vazan deo procesa modeliranja,
slika 2. Njena svrha je da se ocene performanse predlozenog
modela i estimacije parametara, tj. da se prosudi da li
estimirani model zadovoljava postavljene kriterijume. Postoji
nekoliko metoda za uporedivanje skupa modela. Jedan
kriterijum je proceniti da li razliciti modeli ispunjavaju
kriterijum na analizi reziduala, stepenu fizicke interpretacije,
kros validacije i moguénosti ekstrapolacije. Druge metode se
zasnivaju na selekciji kriterijuma modela ili testovima
indeksa verodostojnosti [7].

6. ZAKLJUCAK

Predstavljen je opsti koncept modeliranja "sive kutije".
Takode, data su i neka razmatranja o identifikaciji sistema.
Klasa modela je bazirana na stohastickim diferencijalnim
jednacinama, a model je nelinearan.

Kao metod estimacije opisan je metod maksimalne
verodostojnosti. Posto je samo podskup promenljivih stanja
meren, uopsteno, neophodno je da se primeni tehnika
filtriranja stanja, tj. Kalmanov filtar, da bi se rekonstruisale
promenljive stanja. Jedna od dobrih karakteristika ovog
pristupa estimacije je da su vremenski kontinualni parametri
estimirani direktno. Na kraju, pomenute su i neke metode
validacije modela, kao S§to su testovi bazirani na
verodostojnosti, analizi reziduala i kros validaciji.
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Abstract — In this paper, a survey of the Grey Box modelling
technique based on stochastic differential equations is given.
A maximum likelihood method, as estimation method, is
described. Finally, some validation methods for parameter
estimates are noted.

GREY BOX MODELLING OF CENTRAL HEATING
SYSTEMS
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